形式的ベクトル場のなすリー部分代数のコホモロジーについて by 髙村 正志
On the cohomology of
Lie subalgebras of formal vector ¯elds
(形式的ベクトル場のなすリー部分代数のコホモロジーについて)
数学専攻高村 正志
TAKAMURA Masashi
論文要旨
形式的接触ベクトル場，形式的 Poisson ベクトル場や形式的 Hamilton ベクトル場のな
す Lie 代数のコホモロジーについて，(2n+1) 次元の接触構造は，局所的には 2n 次元の
シンプレクティック構造の前量子化であるという立場から研究を行った．
1. 背景
形式的べき級数 fs 2 R[[x1; : : : ; xn]] を係数とする形式的な和
X =
nX
s=1
fs
@
@xs
をRn 上の形式的ベクトル場という．これら全体は通常のかっこ積に関して Lie 代数をな
す．これを an で表す．これの Krull 位相に対する連続コホモロジー H¤(an) は Gel'fand{
Fuks により研究を始められた．Gel'fand{Fuks は H¤(an) が有限次元であることを示し
た．Vey は H¤(an) の具体的な基底を得た．よって，H¤(an) の構造はよく知られている．
例えば，n = 1 のとき，dimH0(a1) = dimH3(a1) = 1, dimHq(a1) = 0 (q 6= 0; 3) である．
ここで a1 と R[[x]] を同一視する．H3(a1) の生成元を表すコチェインは ' = ± ^ ±0 ^ ±00
が取れる．ここで，±; ±0; ±00 はデルタ函数とその微分である．つまり f 2 R[[x]] に対して，
±(f) = f(0); ±0(f) =
@f
@x
(0); ±00(f) =
@2f
@x2
(0)
である．
B¹¡n を法束の自明化が与えられた¡n 構造の分類空間とする．Bott-Hae°iger理論から，
普遍準同型
u : H¤(an)! H¤(B¹¡n)
が存在する．よって，an のコホモロジー類は法束が自明な葉層構造の 2次特性類を与え
ることがわかる．上記の ' は余次元 1 の葉層構造のGodbillon{Vey 類を与える．葉層構
造の 2次特性類について多くの未解決問題が残っている．
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R2n+1 上の標準的接触 1-形式 ® = dz + x1dy1 + ¢ ¢ ¢+ xndyn を考える．R2n+1 のベクト
ル場 X が接触ベクトル場であるとは，ある函数 g 2 C1(R2n+1) が存在して LX® = g®
を満たすときをいう．X を接触ベクトル場とすると，¡®(X) は R2n+1 上の函数である．
逆に，任意の函数 f 2 C1(R2n+1) に対して，
®(Xf ) = ¡f かつ i(Xf )d® = df ¡ (i( @
@z
)df)®
をみたす接触ベクトル場 Xf が一意的に存在する．函数 f; g 2 C1(R2n+1) に対して，そ
れらのかっこ積を [f; g] = ¡®([Xf ; Xg]) で定める．このとき
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になる．C1(R2n+1) に Lie 代数の構造が入り，C1(R2n+1) とR2n+1上の接触ベクトル場
全体のなす Lie 代数は Lie 代数として同型になる．
R2n 上の標準的シンプレクティック 2-形式 ! = dx1 ^ dy1 + ¢ ¢ ¢ + dxn ^ dyn を考える．
函数 f 2 C1(R2n) に対して，R2n 上のベクトル場 Xf が f から生成される Hamilton ベ
クトル場 Xf であるとは
i(Xf )! = df
を満たすときをいう．函数 f; g 2 C1(R2n)に対して，それらのかっこ積を [f; g] = ¡!(Xf ; Xg)
で定める．このとき
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になる．C1(R2n) に Lie 代数の構造が入り，C1(R2n) からR2n 上の Hamilton ベクトル
場全体のなす Lie 代数への Lie 代数準同型写像がある．この写像の核は定数関数全体の
集合である．
ここで形式化を行う．形式的べき級数 f; g 2 R[[x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn; z]] に対して，そ
れらのかっこ積を
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で定める．R[[x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn; z]]は Lie代数になる．この Lie代数をR2n+1上の形式
的接触ベクトル場のなす Lie代数といい，gで表す．gの部分空間 R[[x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn]]
は部分 Lie 代数になり，かっこ積の制限は
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になる．この Lie 代数をR2n+1 上の形式的 Poisson ベクトル場のなす Lie 代数といい，h
で表す．h には定数関数全体のなすイデアル i があり，商代数 h0 = h=i はR2n 上の形式
的 Hamilton ベクトル場全体のなす Lie 代数と同型になる．B¹¡cont2n+1 (B¹¡
symp
2n ) を法束の自
明化が与えられた接触 (シンプレクティック)構造を保つ ¡2n+1(¡2n) 構造の分類空間とす
る．Bott-Hae°iger理論から，普遍準同型
ucont : H¤(g)! H¤(B¹¡cont2n+1) や usymp : H¤(h0)! H¤(B¹¡symp2n )
が存在する．よって，H¤(g) (H¤(h0)) の元は法束が自明な横断的接触 (シンプレクティッ
ク)構造を持つ葉層構造の 2次特性類を与えることがわかる．したがって，H¤(g)やH¤(h0)
の構造の解明は重要な問題である．
Gel'fand{Fuks は H¤(g) が有限次元であることを示した．Feigin は H¤(g) が標準的普
遍 Sp(2n) 束の底空間を (4n + 2)-骨格へ制限した全空間のコホモロジーに同型であるこ
とを示した．よって，H¤(g) の構造は完全に決定されている．Feigin は (2n+1) 次元の接
触構造は (2n+ 2) 次元のシンプレクティック構造の射影化という立場から考えた．R2n+2
上の Hamilton ベクトル場の線形部分である sp(2n + 2;R) は射影化により g の部分代数
として見ることができる．Feigin はこの対 (g; sp(2n + 2;R)) に対してのスペクトル系列
を用いて示している．
一方，H¤(h0)の構造はほとんど解明されていない．H¤(h0) は無限生成であることが予
想されている．この問題は極めて困難であると考えられている．n = 1 の場合でさえ，
Perchik により dimH¤(h0) ¸ 112 であることが示されているが， まだ 8 個の生成元しか
知られていない．6 個はGel'fand{Kalinin{Fuks により，残りの 2 個は Metoki による．
2. 研究成果
ここで研究成果について述べておく．まず，Gel'fand{Fuks の議論を精妙化して，次の
定理を得た．
定理 4.4. q > 2n2 + 7n+ 6 に対して Hq(g) = 0 である．
前量子化により，R2n 上の Hamilton ベクトル場の線形部分である k = sp(2n;R) は g
の部分代数として見ることができる．この対 (g; k) に対してのスペクトル系列を考え，次
の定理を得た．
定理 4.7. Ep;q2 は Hp(k)­Hq(g; k) と同型である．
この定理は Gel'fand{Fuksが通常の形式的ベクトル場の場合に，Gel'fand{Kalinin{Fuks
が形式的 Hamiltonベクトル場の場合に得た定理の類似である．Feiginの方法では同様の
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定理が成り立たないことに注意する．さらに n = 1の場合に，H¤(g; k)の生成元を具体的に
記述した (定理 4.8)．この結果の系としてdimH0(g) = 1, dimH7(g) = 3, dimH10(g) = 2,
dimHq(g) = 0 (q 6= 0; 7; 10) を得る．
Feigin, Fuks, Gel'fand, Kalinin, Metokiらによって g, h0 などの Lie 代数の個々のコホ
モロジーは研究されてきたが，それらの関係は明確な形で論じられることはなかった．前
量子化という立場から h0 の g の持ち上げを考えたが，h0 は g の部分代数として見る事が
できない．しかし h0 を拡大して h について考えると次の定理を得た．
定理 4.13. q > 0 に対して，Hq(g; h) = 0 である．
また，h0 は商代数 h=i だからH¤(h0) と H¤(h) には深い関係がある．実際，H¤(h0) は
相対コホモロジーH¤(h; i) と同型であり，対 (h; i) に対してのスペクトル系列を考えると，
Ep;q2 はHq(i)­Hp(h; i) と同型である．よって，H¤(h) の生成元が見つかれば，対応する
H¤(h0) の生成元が見つかる．
有限次元 Lie 代数のコホモロジーを調べる方法として，コチェイン複体上の Laplace 作
用素を用いる方法がある．今回，コチェイン複体 A¤(h)上にLaplace作用素の定式化を行っ
た．これにより Hodgeの定理の類似「H¤(h)は調和コチェイン全体の集合と同型である．」
が成り立つ．n = 1 の場合に Laplace 作用素を行列表示して計算をし，dimH11(h) ¸ 1
を得た．この生成元は形式的 Hamilton ベクトル場の場合にGel'fand{Kalinin{Fuks が見
つけた生成元に対応する．
3. 研究成果からの展開
今後に残された課題について述べる．対 (g; h) に対してのスペクトル系列を考える．研
究成果から，Ep;q2 はHq(h)­Hp(g; h) と同型でないことがわかる．したがって E2 項，さ
らに高次の項についてわかれば，構造が決定している H¤(g) からH¤(h) の構造，さらに
H¤(h0) の構造が解明されることが期待できる．
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